
Topologia

Lista 0 (przestrzenie metryczne z �»ycia wzi¦te�)

Zad 1. Niech X b¦dzie powierzchni¡ Ziemi. Niech d(x, y) oznacza odlegªo±¢ �w locie ptaka�
mi¦dzy dwoma punktami x, y ∈ X, natomiast de(x, y) oznacza odlegªo±¢ rozumian¡ jako dªu-
go±¢ odcinka ª¡cz¡cego dwa punkty x, y ∈ X. Uzasadni¢, »e zarówno d jak i de s¡ metrykami
w zbiorze X. Jakie najwi¦ksze warto±ci te metryki mog¡ przyjmowa¢?

Zad 2. Niech X oznacza zbiór miast wojewódzkich w Polsce. Niech d1(x, y) oznacza kolejow¡,
a d2(x, y) drogow¡ odlegªo±¢ mi¦dzy miastami x, y. Czy funkcje d1, d2 s¡ metrykami?

Zad 3. Rozwa»my inwestycj¦ o cyklu projektowania wynosz¡cym N lat. Niech X b¦dzie
zbiorem potencjalnych wypªat w kolejnych latach. Jako miar¦ odchylenia zysków uzyskanych
x = (x1, ..., xN) od zysków planowanych y = (y1, ..., yn) przyjmujemy

d(x, y) =
N∑

n=1

|x′n − y′n|,

gdzie x′n i y′n s¡ zdyskonwanymi na dzie« dzisiejszy kwotami xn, yn.

a) Wykaza¢, »e d jest metryk¡ w X.

b) Firma planuje w trzech kolejnych latach osi¡gn¡¢ nast¦puj¡ce zyski: 0 PLN, 1 mln PLN
oraz 2 mln PLN. Przy czym dopuszcza si¦, »e wska¹nik odchylenia b¦dzie mniejszy ni»
1 mln, a stopa procentowa b¦dzie staªa i wynosi¢ b¦dzie 10%. Wyznaczy¢ wszystkie
dopuszczalne wektory wypªat.

Zad 4. Zadaniem analityka pewnego banku jest codzienne porównywanie notowa« spóªek
na warszawskiej gieªdzie. Jako miar¦ odchylenia dwu notowa« x(t), y(t) zmieniaj¡cych si¦ w
czasie t ∈ [9 : 00, 16 : 30] (czyli w czasie otwarcia gieªdy) przyjmujemy wska¹nik

d(x, y) = sup
t∈[9:00,16:30]

|x(t)− y(t)|.

Sprawdzi¢, czy zbiór X wszystkich notowa« w danym dniu wraz z funkcj¡ d stanowi przestrze«
metryczn¡. Je±li tak, to jak mo»na w tej przestrzeni zinterpretowa¢ poj¦cie kuli?

Zad 5. Niech X b¦dzi¦ sieci¡ szlaków turystycznych w Tatrach. Niech d(x, y) oznacza czas
niezb¦dny do przej±cia z punktu x do punktu y. Czy d jest metryk¡ w X?

Zad 6. Niech X oznacza ±ródl¡dowy (rzeczny) system transportu wodnego. Czy koszt trans-
portu d(x, y) jednostki towaru z punktu x do punktu y jest metryk¡ w zbiorze X?

Zad 7. Niech X oznacza zbiór przystanków lini autobusowej nr 8 w Biaªymstoku. Niech
d(x, y) oznacza cen¦ przejazdu z przystanku x do przystanku y. Sprawdzi¢, czy d jest metryk¡
w X, je±li tak, to wyznaczy¢ dla niej posta¢ kul otwartych.

Zad 8. Pokaza¢, »e dowolny zbiór X wraz z funkcj¡ okre±lon¡ wzorem

dd(x, y) =

{
0, gdy x = y,
1, gdy x 6= y,

jest przestrzeni¡ metryczn¡. Metryk¦ dd nazywa si¦ metryka dyskretn¡ lub zero-jedynkow¡.
Wyznaczy¢ posta¢ kul otwartych, kul domkni¦tych oraz sfer w przestrzeni (X, dd).


